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The paper is devoted to the problem of analysis of multivariate discrete (quali~
tative) data, The concepts of a multidimensional contingency table and a log-linear
model are described, Using parameters of the model some hypotheses about various ty;
pes of dependencies among variables are formulated, Estimation of expected counts
and testing the hypotheses are described. The theory is illustrated with examples
from the field of plant breeding.

1. WSTEP

W badaniach genetycznych i hodowlanych czesto pojawia sig potrzeba
okreslania zaleznoéci cech (zmiennych losowych) zwanych jakosciowymi  lub
dyskretnvmi, Informacje o rozkadzie cech jakosciowych w probie przedsta-
wia sie zwvkle w formie tzw. tablicy kontyngencji. Analiza statystyczna ted
tablicy polega na wervfikacji hipotez méwigcych o braku zaleznosci obser-
wowanych zmiennych losowych. Nie jest to trudne, jezeli badaniu podlegaja
dwie cechv i wystarczajace jest zastosowanie zwyklego testu niezaleznosci
x2. Sytuacja komplikuje si¢, gdy liczba cech przekracza dwa i przedmiotem

* praca wykonana w ramach problemu wezlowego 09.1 koordynowanego przez Instytut
Hodowli i Aklimatyzacji Roslin.
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zainteresowania sg nie tvlko zaleznos$ci rzedu pierwszego (tzn. migdzy kaz-
dymi dwiema zmiennymi), ale i zaleznos$ci rzeddéw wyzszych. Tablicg kontyn-
gencji nazvwamy wtedy tablicg wielowymiarowg. W pracy niniejszej prezen-
tujemv pewng metodg, ktéra pozwala na opisanie struktury takiej tablicy
poprzez wyodrgbnienie zaleznosci istotnych statystycznie,

Prace poswigcone analizie statystycznej wielowymiarowych tablic kontyn-
gencjl zajmujg od pewnego czasu poczesne miejsce w Swiatowej literaturze
statystycznej. Rozwijane 1 z powodzeniem stosowane w praktyce sg metody
réznigce sig¢ nieco migdzy sobg podlozem teoretycznym lub przeznaczeniem.
Podstawy podejscia, ktdére chcemy przedstawié, opracowane zostaly w Kkorfcu
1lat pieédziesiqtych. Wtedy to zauwazono, e zalezno&é dyskretnych zmien-
nvch losowvch mozns badaé formutujac pewne funkcje parametréw tacznego roz-
k¥adu tvch zmiennych podobtne do efektdw giéwnych i interakéyjnych wysteg-
pujacvch w analizie wariancji doswiadczer wieloczynnikowych. Fundamentalne
prace z tego zakresu opublikowat w latach 1958-1965 I.J. Good. Jego kon-
cepcje rozwingli Darroch (1962) i Birch (1963), ktérzy opisali model ta-
blicy kontvngencji zwanv logarytmiczno=liniowym., O zwigzanych z zastosowa=-
niem tego modelu problemach teoretvcznych i praktycznych w wyczerpujacy
sposéb traktujg monografie Bishop i in. (1975) oraz Placketta (1981); god-
nymi uwagi sg te? przegladowe artykuly Imrey’a i in. (1981,1982).

Oméwienie metody rozpoczynamy od podania w punkcie 2 niniejszej pracy
sposobu konstrukcji wielowvmiarowej tablicy kontyngencji i jej modelu pro- :
babilistycznego. Dalej zajmujemy sig¢ okrefleniem postaci interesujgcych hi-
potez statvstycznvch, a w punkcie 4 wprowadzamy pojecie modelu logaryt-
miozno-liniowego i pokazujemy jego zastosowanie do formulowania wspomnia-
nvch hipotez w przypadkach dwu- i tréjwymiarowym. Uogélnienie rozwazahd na
przypadek dowolnej liczby zmiennych przedstawione jest w punkcie 5. Pro-
blemowi testowania opisanvch hipotez poswiecony jest punkt 6, przy czym
ograniczamy si¢ w nim jedynie do pogladowego przedstawienia faktéw niezbed-
nych do zrozumienia zasad prezentowanego podej$cia. Koriczacy prac¢ punkt

i pokazuje sposdb zastosowaria metody na konkretnych przykzadach . zaczer-
pnigtvch z dziedzinv hodowli roslin,

2. WIELOWYMIAROWE TABLICE KONTYNGENCIJI

Rozwazania zacznijmv od sprecyzowania niektdérych uzytych we wstepie po-
Jeé podstawowych.Ceche (wZasciwos$é) elementdéw pewnej populacji  nazywaé
bedziemy jakoSciows,jezeli pozwala ona podzielié badang zbiorowosé na
skoriczong liczbe roziqqznych klas zwanych kategoriami.Zgodnie z takg de-
finicjg,cechg jaxosciowg jest kazda cecha mierzalna,moggca przy jmowad
tylko skoriczong liczbg rdznych wartosci liczbowych;jej kategoriami sg
grupy utworzone z elementdéw pod wzglgdem tej cechy réwnych.Czgsciej jed-
nak,méwigec o cechach jakosciowych,bedziemy mieli na my$li cechy niemie-
rzalne,ktdérych kategorie sgq zdefiniowane jako grupy elementéw okreslane
wspélnym,na ogé umowrtym i nie zwigzanym z konkretng wartoscig liczbowa,
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mianem (nazwg).Dla tekich cech przeznaczona Jest przede wszystkim opisa-
na w niniejszej pracy metoda analizy statystycznej.Nie wykorzystuje ona
w zaden sposéb okreslajgcych kategorie wartoSci lub nazw; w tym sensie
moze byé rozumiana jako analiza, wynikajgcej z podziaXu na kategorie,
- klasyfikacji elementdéw populacji generalnej. L

Zauwazmv dalej, 2e jezeli liczba kategorii cechy ilosciowej wynosi I,to
umowne ponumerowanie tych kategorii prowadzi do okreslenia dyskretne}j
zmiennej losowed . przyjmujacej wartosci 1,2,...,I. Fakt powyzszy pozwala
na wygodne, choé nie calkiem precyzyjne, uzywanie okreslen ,cecha" 3
nZmienna® wymiennie. Czynimy tak w dalszym ciagu pracy, uzywajac tez dla
oznaczenia cechy jakosciowej 1 zwlijzanej z nig dyskretnej zmiennej losowe]
tego samego symbolu,

PrzejdZmy teraz do okreflenia pojecia wielowymiarowej tablicy “kontyn-
gencji, Z tablicg takg mamy do czynienia w sytuacji eksperymentalnej, w
ktdérej interesujace jest jednoczesne opisanie badanej populacji'pod wzglg-
dem kilku cech jakoSciowych, Oczywiste jest, Zze tgcznie cechy te wprowa-
dzajg podziat elementdéw populacji na roztgczne podklasy (kombinacje kate-
gorii), ktérych liczba jest rdéwna iloczynowi liczb kategorii  poszczegdl-
nych zmiennvch, Przez wielowymiarowg tablice kontyngencji rozumieé bg=-
dziemy tablicg liczebnosSci elementdéw nalezgcych do tak zdefiniowanych pod-
klas w prébie losowej. Zgodnie z tym, gﬂy badaniu podlegajg dwie cechy,
A1 i A2 o liczbach kategorii odpowiednio I oraz J, tablica kontyngengji
Jest dwuwvmiarowa i sktada sig¢ z liczb X313 okreslajgcvch obserwowane  1li-
czebno$ci elementéw nalezgcych do i-tej (i=1,...,I) kategorii cechy A,
oraz j-tej (J=1,...,J) kategorii cechy A,; tablicg takg oznaczaé bedziemy
symbolem {XIJ} « Trzy zmienne losowe A1, A2 i A3 o liczbach kategorii I,
J 1 K generujg tablice tréjwymiarowsa o elementach X3 3% (Saqpasayly~ J=155%
e9J; k=1,...,K), 0znaczana dalej symbolem {xi k} « Przeniesienie pojecia
tablicy kontyngencji na przypadek dowolnej liczby cech nie przedstawia zad-
nych trudnodci. Zajmijmy si¢ wigc modelem probabilistycznym tej tablicy.

Tablica kontyngencji generowana przez s cech jakosciowych A1....,As o
liczbach kategorii 11""’15 sktada si¢ z roztgcznych podklss, ktdérych
liczba wvnosi

Zatézmy, ze nrawdopodobieﬁ;two wylosowania z populacji elementu nalezacego
do r-tej (r=1,...,t) podklasy jest nieznane i wynosi Pp» Przy czym pr>()
oraz

t
I P ® 1. 2 (2.1)
r=1 d

Okreslmv zmienne losowe Xpr T=1y000,t, w ten sposéb, ze X, = X, gdy w

prébie o liczebnosci N element nalesacy do r-tej podklasy wystgpi X,, razy.
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Zgodnie z przyjetymi powyzej zatozeniami zmienna losowa X = (X1,...,xt)'ma
rozktad wielomianowy, tzn. dla kazdegce wektora 'x = (x1,...,xt)' o sktado=-

t
wybh spelniajacych warunki x; = 0,1,...,N oraz Z:1xr =N
Ir=

X
P 3

P(_X_ = Z) = N! TT .r—!_ ‘.
r=1 *p

MoZna pokazaé, ze wartos$é oczekiwana zmiennej X wynosi

m = Np.
Sktadowe tak okreslonego wektora m nazywaé bedziemy liczebnodciami  ocze-

kiwanymi podklas tablicy kontyngencji. Zgodnie z przyjetymi zalozeniami sg
one nieznane i spetniaja warunki: m, > 05

Zt:mr = N, (2.2)
r=1

Parametry m, tworza, podobnie jak obserwacje Xy tablicg s-wymiarowq, kté—
rg bgdziemv nazywaé tablica liczebnodci oczekiwanych i zapisywaé przy uzy-
ciu symboli typu {mij} oraz {mijk} . Warunek (2.2) powoduje, ze w tablicy
liczebnosci oczekiwanych wystepuje t-1 wielkosci niezaleznych,

3.SFORMULOWANIE HIPOTEZ STATYSTYCZNYCH

Jak okreslono we wstepie do niniejszej pracy, jej celem jest podanie
metody odpowiedniej dla badania struktury zaleznosci obserwowanych zmien-
nych losowych. ZXozono$é téj struktury, a wigc liczba i rodzaj = interesu-
Jacvech hipotez, zalezy bezposrednio od liczby badanych cech, W  przypadku
dwuwvmiarowym interesujgca jest jedynie hipoteza o niezaleznosci zmien=-
nvch A1 i A, rozumianej w (zwykym) sensie réwnosci prawdopodobieristw p13
oraz iloczynu odpowiednich prawdopodobieristw brzegowych. Hipotezg te za-
pisaé¢ mozna tez za pomocg warunku

milj»mi'd' -1, 1’11' T9eeesl, (3.1)
Myly Mgyt Jod'= 1peengde

Lewa strona tego wzoru jest miarg zaleznosci, znang w literaturze jako ilo-
raz iloczyndw krzyzowvch, Latwo pokazaé, ze w zbiorze wszystkich ilorazdw
tego typu, mozliwych do wyliczenia w tablicy dwuwymiarowej, istnieje (I-1)
(J-1) ilorazéw niezaleznvch. Na przyktad, w tablicy liczebnodci oczekiwa-
nvch o rozmiarach 2 x 3, ktéra ma. postaé

®11. M2 My
T21 Mo2 T23
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wystarczy ograniczyé sig¢ do rozpatrzenia wielkosci

1 i ot
Ly ’
M1 M2
(6 70

ol iR
N394z

Kazdv iloraz wyliczony dla innego doboru wskaZnikoéw, zmieniajacych sig tak

jak we wzorze (3.1), moze bvé przedstawiony jako funkcja o) i ol,. Jezell

fakt ten uwzglednimv formutujgc hipotezg o niezalezno$ci, to dla omawiane-

go przvktadu otrzymamy rdéwnowaznyv opisanemu przez (3.1) warunek

oly =oly = 1. (3.3)

Zajmijmv si¢ teraz oméwieniem hipotez dotyczacych struktury zaleznosci
zmiennych w przvpadku tréjwvmiarowym. Jego cechq charakterystvczna Jjest
moz1liwoéé badania tak zwanej zaleznofci drugiego rzcdu. Abv wyjasnié to
pojecie zauwazmy, 2e tréjwymiarowg tablice kontynpgencji ) roziriarach
I x J x K traktowaé mozna jako zbidr K tablic dwuwymiarcwych o rozminrach
I x J., Jezeli stopiern zaleznos$ci zmiennych A1 i Ay, mierzonv w tak okres-
lonvch tablicach wielkoécig odpowiednich ilorazéw iloczyndw krzyzoych,
jest taki sam dla wszvstkich kategorii cechy A5, to méwimy o braku zalen=-
nosci drugiego rzedu zmiennych A1, Ay 1 A3. Sytuacjg tg¢ mozna opisaé za
pomocg warunku
m m m m 1,i" = 1,000, ‘

Lik LMk | ABC Rl K sndydl, = 1y e e9ds {3k}

ik i3k "4k ™ 'K kK = 1,e.04Ke

Latwo sprawdzié, ze warunek [(3.4) opisuje jednoczesnie stalg z2leznosé
zmiennvch A1 & A3 dla wszystkich kategorii A, oraz zmiennych A2 iAh dla
wszvstkich kategorii Age Rpak zaleznodci drugiego rzedu oznacza wigc takg
samg zale?no$é dowolnej pary zmiennych dla wszystkich kategorii trzeciej
zmiennej.

Warunek (3.4) mozna znacznie uproscié pamigtajgc o zwiazkach zachodzg=
cych pomigdzy ilorazami iloczyndéw krzyzowych wyliczonymi dla réznych dobo-

réw wskaZnikéw. I tak, w przypadku tablicy {mijk} o rozmiarach 2 x 3 x 2
majgcej postaé
M99 ™21 M31 M112 ™22 M32 (3.5)
’ -
¥o 14 Moapitozy oaanoe2iMaze
wystarczy rozwazyé uktad réwnosci
X
A [51 ’
(3.6)

G =By

gdzie
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% M149 Moo4 o, = ™21 M231
’ ’
"1 P21 21 M3

By 10085 B M22 T232
BT R t
®12 422 500 a0

Zauwazmv, 2e okreslenie braku zaleznos$ci drugiego rzedu w tablicy tréj-
wymiarowej jest rekurencyjne, Korzysta si¢ w nim bezposrednio z definicji
zaleznosci pary zmiennych w tablicy dwuwymiarowej. Wniosek ten okaze sig
przydatny przy wuogélnianiu rozwazaii na przypadek wigkszej niz 3 liczby ba-
danych cech,

Kolejnymi hipotezami dotyczgcymi struktury zaleznosdci zmiennych w przy-
padku tréjwymiarowym'sq hipotezy o niezaleznosSci warunkowej. Jedna z nich,
méwigca o niezalezno$ci zmiennych A1 i A2 wewngtrz dowolnej, ustalone]j
kategorii zmiennej A3. Jest okreslona warunkiem

M3 9k Myrs i ok % (T PTERES o

Myig M55/ k P 8dl=Nheend, (3.7)
K= 1,000,K.

Jak widaé, hipoteza ta specyfikuje wartosci ilorazdw iloczynéw krzyzowych,

ktére opisujg zaleznoéé zmiennyvch A, i Ay 1 ktére pojawily sig Juz we wzo-

rze (3.4). Dla rozpatrywanej jako przyktad tablicy (3.5) wzér (3.7) przyj-

muje postaé

0(1 '0(2 -ﬂ1 'nz =1, (3.8)

Podobne warunki mogg byé spetnione w odniesieniu do zalezno§ci  zmiennych

A1 & A3 przy ustalonej kategorii A2 lub zaleznosci zmiennych A2 i A3 przy

ustalonej kategorii A1, co prowadzi do okreslenia hipotez 0 warunkowej

‘niezaleznosci pozostalych par zmiennych, Mozna tez tgczyé tego typu stwier-
dzenia i formutowaé hipotezy o niezaleznosci jednej ze zmiennych wzgledem

obu pozostalych bgdZ o niezaleznosci calkowitej (tzn. o warunkowej nie-

zaleznosci wszystkich par zmiennych), Okreslajace te hipotezy warunki uzys-
kamy nakiadajgc ograniczenia na odpowiednie ilorazy iloczynéw krzyzo-

wych wyznaczone w tablicy {mijk}'-

Znajomoi¢ postaci hipotez interesujacych podczas analizy tablic dwu- i
tréjwymiarowvch pozwala na rozpatrzenie sytuacji ogélnej, w ktérej 1liczba
obserwowanych zmiennych jest dowolna i wynosi s.Oczywiste Jjest teraz,
2e w tablicv s-wymizrowej mozliwe jest badanie szeregu zaleznos$ci rzeddw
1524000y8=1, Definicje tvch zaleznoéci otrzymamy stosujac rozumowanie po-
dobne do przedstawionego w przypadku tréjwymiarowym, tzn. traktujac tabli-
c¢ s-wymiarowa jako zbidr tablic o liczbie wymiaréw s-1, Postuzymy sig tu
przyki=den tablicy cztercwvmiarowej o-'rozmiarach I x J x K x L, ktérg po-
traktujemy jako zbidr L tablic tréjwymiarowych o rozmiarach I x J x K. w
kazdej z takich ,podtablic" mozna okres$lié za pemocg warunku podobnego do
(3.4) zaleznoéé drugiego rzgdu zmiennvch A1,‘A2 i As. Jezeli jest ona ta-
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ka sama dla kazdej kategorii zmiennej A,y to méwimy o braku zaleznosci
rzg¢du trzeciego. Taka interpretacja pozwala tatwo uzyskaé definicjg braku
zaleznos$ci rzedu drugiego i pierwszego w tablicy czterowymiarowej. Zauwaz-
my jednzk, Ze przy tego typu rozwazaniach pojawia si¢ trudnoéé precyzyj-
nego zapisu poszczegdlnvch hipotez. Nie jest odpowiedni do tego aparat ma-
tematyczny, postugujacy si¢ tylko definicja ilorazu iloczynéw krzyzowych.
Juz w przypadku czterech zmiennvych dla zapisu hipotezy o braku 2zaleznosci
trzeciego rzgdu konieczne jest wprowadzenie wyrazer bardziej skomplikowa-
nych, praktycznie powodujacych nieczytelnosé odpowiednich wzoréw. Okazuje
sig, 2e trudnosé te mozna pokonaé poprzez odwolanie sig do znanych w sta=-
tvstyce metod modelowania liniowego, co tez uczynimy w nastegpnym punkcie.

4. MODEL LOGARYTMICZNO-LINIOWY
TABLIC DWU- I TROJWYMIAROWYCH

Podstawg podejscia, ktdére chcemy zaprezentowaé, jest idea  zastgpienia
wystepujgeveh w rozwazaniach. punktu 3 ilorazdéw iloczynéw krzyzowych ich
logarytmami naturalnymi, Konsekwencja tego jest mozliwo$é prostej parame-
trvzacji struktury zaleznosci wielowymiarowe]j tablicy kontyngencji i upro-
szczenia zapiséw interesujgcych hipotez.

Rozwazania szczegdlowe zacznijmy od przypadku dwuwymiarowego, ktéremu
odnowiada tablica liczebnoscl oczekiwanych [mij} o rozmiarach I x J, VWpro-
wadZmv oznaczenie

113 = log mid

i zdefiniujmv w tablicyv llij} sumy brzegowe

Me

1

1 & Lk
i+ Lige =155, 1,= 2 21,

1 1=l 1=1 j=1

J
oraz wielkosci

w = %3 1++,

e
¥a(e)™ iy =™ !
v Lh31)

1 J
2T Pl
Y12013)" L1y~ Ya(a)” Y2~ Y

Przy takich oznaczeniach mozna zapisaé prawdziwa dla i = 1,.ee,I, J =
= 15000 9J réwnosé

log Myg = W+ Wigg) + Worgy + Winegg) o (4.2)
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Zapis ten nazvwznv jest modelem logarvtmiczno-liniowym dwuwymiarowej ta-
blicv kontvngencji. PrZzedstawia on logarytm naturalny wartosci oczekiwa-
nej m; jakoc funkcj: pewnch nieznanych wielkosSci, zwanych dalej parame-
trami modelu, Z definicji (4.1) tvch parametrdéw wynika, ze

I J
2_Pyer)s 2ova(g)" O
i=1 J=
I

= 2 1 eve l’o
101 12(13) o, Aipsbiatgily v o
J

Zw12(ij)= Oy L m et hiyly
j=1
natomiast warunek
T J
@ Zimij =N
i=1 J=1
implikuje zaleznosé

I wd
exXp w = I"I/ Z Zexp(w,'(i) + '2(3)'12(1.']))' (l"[‘)
i=1 .j=1
Révnosei (4.3) 1 74.4) nowoduja, ?e liczba niezaleznych parametréw modelu
(4,2, wvnosi IJ-1 i jest réwna liczbie niezaleZnych elementéw tablicy
{mijkc W zwigzku z tym model logarytmiczno-liniowy (4.2) nazywany jest
nasyconym.Jego uzytecznosé wynika z faktu,ze interesujgcg nas niezalez-
noéé zmiennych losowych A1 : Aé mozna zdefiniowaé nskZadajgc na parame-
try '12(13) dodatkowe ograniczenia

Wia(gg = O 1= Theeey, 3 = 1yene,de (4.5)

Réwnowazno§é warunkéw (4,5) i (3.1) tatwo wykazaé dla dowolnych  wartosci
I i J, stosujac elementarne wtasnosci funkcji logarytmicznej. Bardziej ce-
‘lowe i1 pouczajace wvdaje éiq jednak ograniczenie rozwazan do przyktadowe]
tablicv o ustalonych rozmiarach, co nowoduje tatwosé zastosowania wprowa-
dzonej w punkcie 2 notacji wektorowej.

Przvjmijmv wiec, podobnie jak w nunkcie 3, ze I=2, J=3. Uwzgledniajgc
warunki (4.3), opraniczenia (4.5) zapiszemy w postaci

Ya2011) = o, (4.6)

W12(q2) = ©-
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Poniewaz zgodnie z definicjg (4.1) mamy

X
Y12041) * B (Bqg = 215y = 145 ¢ 155 = 14y + 153)

.
wia(12) = & (Lq9 + 1pq + 2145 = 205 = 145 + 1p9),

uktad (4,6) mozna zapisaé w postaci réwnowaznej

1 (2 -2 -1 1 -1 4 T c\,
o IR S R FEE T o)

\

gdzie

B = (myqs Maqy Myp, My, My, myz),

natomiast Log m jest wektorem kolumnowym, z%oZonym z logarytméw natural-
nych skiadowvch wektora m. Proste przeksztalcenia pokazujg, ze uktad po-
wvzszy Jest réwnowazny uktadowi

1. =1 =414 0.0 0
Log m = ’
Of FOr MR- 5 0

ktéry moze bvé przeksztatcony do postaci
log o(1 =0

log 0% =0

réwnowaznej warunkowi (3.3).

Z rozwazan powyzszvch wynika, Ze parametry w12(ij) modelu logarytmicz-
no-liniowego (bedace w istocie funkcjami logarytméw ilorazéw ' iloczynéw
krzyzowvch) okreslajg stopierd zaleznodci zmiennych A1 i A2. W zwigzku z
tym model (4.2) zapisanv orzy zalozeniu prawdziwosci warunku (4.5), bedacy
postaci

log mij =W + w1(1) + wé(j)’

nazwiemv modelem niezalezno$ci. Jest on, w przeciwienstwie do (4.2.), nie-
nasvcony, gdyz liczba jego niezaleznych parametrdw, wynoszgca I+J-2, Jjest
mniejsza niz liczba niezaleznych liczebnosci oczekiwanych mij'

Przechodzgc do orzypadku tréjwymiarowego zastosujmy rozumowanie podobne
do zaprezentowanego w punkcie 3. Potraktujmy tablice m, k} o . rozmiarach
I xJ x K Jako K tablic dwuwymiarowvch i dla kazdej z nich zapiszmy model
nasvcony

oo Cleds 2 (e (k) (k%
Loz my g = w e W)+ W) WiStagys
ktérego parametry sg zdefiniowane wzorami podobnymi do (4.1). Catg tablice
tréjwvmiarows opiszemy modelem
OB My gk & ¥ Uaga)* Yyt Yst* WMa(iy)*t M3k * Ys(ak)® (4.T)
Y2301 k),
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rizie

K
1 (k'
u=g 2 wk Usry = wEL y -

le=1

K‘ 3y (k)
1 ¥y
1) TR 2%(a)r M3(ak)T "1(1) © V() 0
k=1

i~

(4.8)
K (1) (k)

Lrnsr Z“’9(:;)' U230 3k) = Y2(3)~ Y2(3)
|(_

(k) (k)
M2(15)" R Z;“Hz'n)’ 12303 9x) © 12043)7 M2(19)°

Iatwo sprawdzif, Ze tak zdefiniowane wielkoSci spelniajg zwigzki po=-
dobne do (4,%) i (4.4), Powoduje to, ze liczba niezaleznych . parametréw
modelu ‘4,7 wwvnozi IJK-1, Tvm samym (4,7) jest modelem nasyconym, Nekla-
dajac ne jeeo narametrv dodatkowe ograniczenia mozemy konstruowad modele
uienssycone, odpowiadajace poszczegdélnvm hipotezom sformutowanym w punkcie
3. Zwigzki tego tvpu mozna wykazaé stosujac postepowanie podobne do przed-
stawionego w przypadku dwéch zmiennych. Przyktadowo, uklad ograniczer

Y923(13k) = Oy i=1y00ayI; J=1,000,7; (4.9)
k=1,000,K,

dla rozpatrywanej w punkcie 3 tablicy tréjwvmiarowej o rozmiarach 2 x 3 x
x 2 ma postaé

Y230111) = O .
’ (4.10)
Yy23(121) = © :

Korzystajac z definicji (4.8) wystepujace powyzej parametry mozna przed-
stawié jeko funkcje liniowe logarvtméw wartosci oczekiwanych my e Zasto-
sowanie prostych przeksztalceri pozwala wtedy na wykazanie réwnowaznosci wa-
runkéw (3,6) i (4.10). Szczegdtowy. zapis odpowiednich wzoréw jest  jednak
trudny ze wzgledu na duzv rozmier wystgpujgcych w nich macierzy i wektoréw,
totez pelna interpretzcj¢ logarvtmiczno-liniowego modelu tablicy  tréjwy-
piarowej przeprowadzimy w sposdb skrécony, korzystajgc z faktéw  pokaza-
nvch w przypadku dwuwvmiarowym,

Uwaga, W dalszvm ciggu, dla uproszczenia zapisdéw, bgdziemy pomi-
Ja¢ wskaZniki wystepujace przy parametrach modelu. Fa przykad zapis u,,=0
bgdziemv rozumieli jako skrécong notacje ukiadu réwnosci u12(1 v= 0, i=1,.
eesI3 J=1,...,J. Nie powinno tez doprowadzié do nieporozumiei’  okresfle-
nie typu ,grupa parametréw u12“ (stosowzne przy odwolywaniu si¢ do wszy-
stkich wielkosci u12(1j)).
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Zacznijmy od interpretacji weruntu (4.9), ktéry zgodnie z przyjeta no-
tacja z=piszemy w nostaci

u = 0. (4.11)

123
Ograniczenie to, zgodnie z definicja (4.8), oznacza, ze

¢ ST o« 1
Y12(13) = K EE: W12(15)°

a ta’réwnosé spelniona jest wtedv i tvlko wtedy, gdy

45y (2) (k)
Y12(43) = W12(13) = e = Y12(i5)°
tzn, gdv parametry okreslajgace zaleznosé zmiennvch A i A2 sy takie  same
dla kazdej z X warstw tablicy tréjwymiarovej. Ponje” a* model (4.7) mozna
tez uzyskaé traktujac tablice {mijk} jako I dwuwvmiarowych: tablic o roz-
miarach J x K lub jako J dwuwymiarowych tablic o rozmisrach T x K, wigc
warunek (4.11) orisuje svtuscj¢, w ktorej zaleznoéé kazdej pary  obserwo-
wanyvch cech jest taka sama dla wszystkich kategorii cechy trzeciej, co od-
. powiada podanemu w punkcie 3 okresleriu braku zaleznodci drugiego rzgdu.
Zapiszmv dalej warunek

u.‘z = u12.5 = 0, . v (h.12)
Z definicji (4.8) wynika, e jest on rdwnowazny ukladowi orraniczell

(k)
Yiarsg) * O
ktéry opisuje niezaleznoéé zmiennvch A1 ! A? przy ustalonej kategorii trze-
ciej zmiennej A3 Tak wigc model nienasyconv, odnow'ada jacy ograniczeniu
(&, 12), nazwiemy modelem wﬂrunkowe niezaleznodci zriennych A1 3 A?. Po-
dobnie pckazaé mozna, e opranlczenia

g3 @ Upss ® Oy

Uog = MNiny = O

dotvezg odpowiednio warunkowej niezalezno$ci zmiennveh Ay 1 A craz zmien-
nych A2 z Az
Idac d= ]ej zanvtajmy o znaczenie modelu (4.7) przy ogreniczeniach

\112 = u1_$ = \.L'Z3 CRioT 3 (4.13)

Jak wyniks z poprzednich rozwazan, onisuja one sytuacje, w ktérej zmienna

A1 Jjest niezslezna od A2 i AB} natomiast A2 i A3 s§ zalezne. Przez analogig
do (4.13) otrzvmamv interpretacje modeli nienasyconych odpowiadajgcych wa-
runkom

G,

i

o Max i Reas

Uyz = Uz = 1111.23 = 0.
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Wreszcie model nienasvcony o parametrach spetniajacych ograniczenia

Uy = Uz = Uyz = Uypy =0

opisuje niezaleznoéé kazdej pary cech, totez nazwiemy go modelem calkowi-
tej niezaleznosci. Cdpowiada on najprostszej strukrurze zaleznosci zmien-
nych w przypadku trdéjwymiarowym.

Koriczac rozwazania na temat tablic tréjwymiarowych zauwazmy, Ze anali-
zowane ukladv warunkéw nie episuja wszystkich mozliwych dla tych tablic
modeli nienssvconych. Ograniczvlismy si¢ do oméwienia modeli zwanych hie-
rarchicznymi. Maja one wyspecyfikowane vartosci parametréw okreslajgcych
zaleZnosci pewnvch podzbiordéw zmiennych oraz wszystkich parametrdéw okres-
lajacvch zaleznoéé tvch podzbioréw z pozostatymi zmiennymi., Korzystajac z
definicji (4.8) mozna pokazaé, ze tvlko modele hierarchiczne majg przej-
rzysta interpretacje w terminach statej zalezno$ci cech lub braku zalez-
noéci i do nich tez ograniczymy si¢ w dalszych rozwazaniach. Z podobnych
wzgleddw pomijemy modele, ktére-majq wyspecyfikowane wartosci nefektdw
gtéwnvch" jednej lub wigcej zmiennvch, Ich interpretacja nie jest interesu-
jaca z punktu widzenia analizy struktury zaleinosci cech jakoSciowych.

5. MODEL I JEGO ZASTOSOWANIE W PRZYPADKU
WIELOWYMIAROWYCH TABLIC KONTYNGENCIJI

W punkcie 3 stwierdziliémy, Ze w orzypadku ogdélnym, tzn. gdy liczba
obserwowanvch cech wynosi s, struktura tablicy kontyngencji obejmuje za=-
leznoéci rzeddéw 1,2,...,5-1. Cdpowiedni dla opisu tej struktury model moz=-
na otrzymaé przez uogdlnienie rozwazar podanych w punkcie 4, co  prowadzi
do okre$lenia modelu logarytmiczno-liniowego tablicy wielowymiarowej. Mo-
del taki przedstawia logarytmy oczekiwanych liczebnoéci podklas jako fun-
kcje liniowe parametrdw, ktérych definicje tatwo uzyskaé stosujgc poste-
powanie rekurencvjne, przedstawione w punkcie 3 dla tablicy tréjwymiaro=-
wej. Podejécie to utatwia tez interpretacj¢ poszczegélnych modeli nienasy-
convch, powstajgcvch przez nakladanie na wybrane parametry dodatkowych
ograniczed., Na przyktad, gdy obserwujemy cztery zmienne A,, A5, A3 i A4,
model opisujacv brak zale?nos$ci trzeciego rzg¢du zadany warunkiem

Yyozy = O

interpretujemy jsko odnowiadsjacy sytuacji, w ktdrej zaleznos¢  drugiego
rzedu kazdej trdéjki zmiennych (np. A1,A2,A3) jest taka sama dla kazdej
kategorii czwartej zmiennej. W konsekwencji tego warunek

Ugaz = Uyazy = O

opisuje brak zaleznosci A1, Ay i A3 przy ustalonej kategorii zmiennej Ah'
lub inaczej - takg samg zalezno$¢ zmiennych A1 | A2 dla kazdej kategorii
A3 przy ustalonej kategorii Ab' Nak*adanie na parametry dalszych ograni-
czeh prowadzi do modeli warunkowej i calkowitej niezaleznosci, ktérych in=-
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terpretacja jest na ogér tatwiejsza ze wzglgdu na brak parametréw wyso-
kich rzedéw.

Niniejszy punkt koriczy rozwazania zwigzane z okresleniem modelu loga-
rytmiczno-liniowego i interpretacjg jego parametréw. Uzasadnity one  uzy-
teczno$é modelu do opisu hipotez dotyczacych struktury wielowymiarowych ta-
blic kontyngencji. Pozostawiajac do oméwienia w punkcie nastepnym metodg
testowania tych hipotez, podajmy kilka uwag dotyczacych wykorzystania pre-
zentowanego podej$cia w praktyce eksperymentalnej.

W wigkszosci przypadkéw praktycznych informacje o strukturze zaleznoSci,
uzyskane poprzez testowanie jednej, wybranej hipotezy, sg niewystarcza-
jace, Gdy liczba obserwowanych zmiennych przekracza 3 nie jest tez celowe
badanie dopasowania wszystkich dajacych sig¢ skonstruowaé hierarchicznych
modeli nienasyconych, Pomijajac nawet problem zwigzany z kosztem obliczer,
wnioskowanie na podstawie uzyskanych w ten sposéb informacji moze okazad
sie uciazliwe. Aby zmhiejszy& liczbe wymagajacych testowania hipotez naj-
korzystniej jest odwotaé sie do apriorycznej wiedzy eksperymentatora 1,
o ile to mozliwe, wnioskowanie ograniczyé tylko do zaleznoéci uznanych
przez niego za najbardziej interesujgce (por. przyktad 7.2). Istnieja réw-
niez metody pozwalajace na przeprowadzenie efektywnej analizy statystycz-
nej w sytuacji, gdy brak jest hipotez sformutowanych a priori. Celem wnios-
kowania jest wtedy znalezienie optymalnego (w pewnym sensie) hierarchicz-
nego modelu nienasyconego. Szczegdiowe oméwienie tych metod przekrang Jed-
nak ramy niniejszego artykulu; wéréd poswigconej im literatury na wyrdz-
nienie zastugujg m.in, prace Goodmana (1971), Browna (1976) i Havrénka
(1984). :

Wspomnijmv jeszcze, Ze opisywana metoda formutowania i testowania hipo-
tez dotveczacych zaleznosci zmiennych dyskretnych znajduje tez zastosowanie
w przypadku, gdv dvsponujemy kilkoma prdébami pobranymi niezaleznie z réz-
nych populacji. Taks sytuacjg¢ eksperymentalna mozna uwazaé za : szczegblny
przvpadek okreélonej w punktach 2 i 3 (Bishop i in., 1975). Nalezy jedynie
zatozvé, ze jedna z ,tworzgcvch" tablicg kontyngencji cech nie ma charak-
teru losowego i opisuje tylko przynaleznoéé elementu préby do badanych
zbiorowosci (patrz przvkiad 7.2). Mozliwo$é powyzsza powoduje, ze metoda
analizy statvstveznej, wykorzystujgca model logarytmiczno-liniowy, wydaje
sig odpowiednia dla dostatecznie szerokiej klasy probleméw zwigzanych z
cechami dvskretnvmi,

/

6. ESTYMACJA LICZEBNOSCI OCZEKIWANYCH
I TESTOWANIE HIPOTEZ

Z dotvchczasowych rozwazar wynika, ze hipotezy dotyczace rozktaddéw ba-
danych zmiennych losowvch mozna formutowaé w wygodny sposéb za pomocy ogra=
niczer nakladanych na parametry modelu logarytmiczno-liniowego. Do weryfi-
kowania tveh hipotez stuzy metoda bgdgca w pewnym sensie uogélnieniem po=-
wszechnie znanego testu niezaleznoéci, stosowanego dla tablic dwuwymiaro=-
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wych, Jej idea sprowadza sig¢ do wyznaczenia, przy prawdziwosci testowanej
hipotezv, ocen nieznanych liczebnos$ci oczekiwanych oraz obliczenia wartos-
ci statystvki, ktdéra jest miara odlegtosci pomiedzy tymi ocenami a liczeb-
nosciami obserwowanymi., Pozwala to wnioskowaé o dopasowaniu odpowiadajg-
cego weryfikowanej hipotezie modelu nienasyconego.

WprowadZmy najpierw niezbgdne oznaczenia. Podobnie jak w punkcie 4 uzy-
waé bedziemy symbolu ,+" dla - okreslenia operacji sumowania po wszystkich
kategoriach jednej z badanych zmiennych. Oznacza to na przykiad, ze przy
czterech cechach majqcych'I, J, K 1 L kategorii

L

xi;’ki’ = Z xijkl 0 ‘ (6.1)
1=1

J A J K J K L
Tgeer = T Fage =20 Y Fugke "2 X 2 Figa e

J=1 J=1 k=1 J=1 k=1 1=1
Zdefiniowane w ten sposéb sumy tworzgq w naturalny sposéb tzw., konfiguracje,
czyli tablice o liczbie wymiaréw mniejszej niz tablica obserwowana. Konfi-
guracje te bgdziemy oznacz¢ dalej literg C z odpowiednimi wskaZnikami.Zgod-
nie z tym wzory (6.1) okreslajg odpowiednio elementy konfiguracji tréjwy-
miaroweJ 0123 -{‘x13k+} oraz jednowymiarowe]j 61 ) .0 10 TN Oczywiscie
kazdej konfiguracji odpowiada pewna tablica sum brzegowych liczebnosci
oczekiwanych; w rozpatrywanym przyktadzie sg to odpowlednio tablice {mijk4§
i {mi+++} . Mozemyv takze kazdej konfiguracji przypisaé w sposéb wzajemnie
Jjednoznaczny grupg parametréw nasyconego modelu logarytmiczno-liniowego,
opisujgcvch zaleznosci pomiedzy uwzglednionymi w konfiguracji zmiennymi;
dla 0123 sg to parametry “123(1Jk)' dla C1 - parametry u1(1).

Oznaczmy dalej przez M dowolny hierarchiczny model nienasycony oraz
przez Ho odpowiadajgcg temu modelowi hipoteze.Zeuwazmy, Zze opis modelu M
nie musi zawieraé w sposéb jawny wszystkich jego parametréw. Wystarczy po-

daé tylko niektére ich grupy, tworzace tzw. zbidér definiujacy. Jest to
~ taki zbidr, ktérego znajomosé pozwala ustalié petng postaé modelu przy wy-
korzvstaniu zasady hierarchicznosdci. Przykladowo, niech M dotyczy tablicy
czterowymiarowej i ma postaé .

log m 15K1° U+ W w4 u3_£ U, +uy, T I T u123.(6.2)

Zbiorem definiujacym tego modelu jest zbidr fu123, u1h} » gdyz obgcnoéé
grupy parametrdéw Uyosz implikuje obecnosé grup Ugps Ugzs Upzs Uy Upy Uy,
natomiast obecnosé Uqy implikuje obecnodé parametrow . Latwo sprawdzié,
2e dla dowolnego modelu hierarchicznego zbidér definiujacy okredlony jest
w sposéb jednoznaczny,

Jak wspomnielismy, pierwszym etapem postepowania przy testowaniu Ho
Jest znalezienie ocen liczebnosci oczekiwanych przy zatozeniu, ze hipoteza
Jest prawdziwa., Odpowiednig do tego celu metode podal po raz pierwszy Birch
(1963). Pokazal on, ze konfiguracje odpowiadajace parametrom tworzacym
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zbidér definiujgcy model M stanowig minimalne statystyki dostateczne dla
klasy rozktadéw wielomianowych okreslonej przez ten model oraz, ze ele~-
menty tych konfiguracji sa réwne estymatorom najwigkszej wiarygodnosci od-
powiednich sum brzegowych wartosci oczekiwanych., Pozwala to utworzyé uktad
réwnari liniowych, ktérego rozwigzaniem (przy ograniczeniach okreslonych
przez model) sg szukane estymatory oczekiwanych liczebnosci podklas.Przy-
klady takiego postgpowania podajemy ponizej. Wspomnijmy jeszcze, ze wa=
runki konieczne i dostateczne stosowalnoici metody podat Haberman (1973).
Speinienie tvch warunkéw zalezy od liczby i rozmieszczenia w tablicy kon=-
tyngencji liczebnos$ci obserwowanych réwnych zeru. W wigkszosci przypadkéw
praktvcznych na to, aby rozwigzanie wspomnianego wyzeJj uktadu réwnari ist-
niao i byXo jednoznaczne, wystarcza brak zer w konfiguracjach stanowig-
cych minimalne statystyki dostateczne (tzw. konfiguracjach dostatecznych).

Przvk®rad 6,1, 2Zatdzmy, ze analizowana tablica kontyngencji
jest czterowvmiarowa i interesujaca jest hipoteza odpowiadajgca - modelowi
(6.2). Model ten definiuje zbidr {u123, “14}' a wiec minimalnymi statys-
tykami dostatecznymi sg konfiguracje

Cio3 = {x13k4} v Gy = {x1++1} .
Zgodnie z przytoczonymi powyzej rezultatami Bircha prawdziwe sa, dla wszy=-
stkich mozliwvch wartoéci wskaznikéw i, Jj, k, 1, réwnosci

ﬁ: =X 3
ijk+ ijk+ ? (6.3)

s Sadr ToRgin e
Wystepuja w nich estvmatorv najwickszej wiarygodno$ci sum brzegowych  1li-
czebnosci oczekiwanych. Réwnosci (6.3) tworza uklad réwnari liniowych, kté-
rego niewiadomvmi sg wielkosci ﬁijkl’ czyli oceny nieznanych liczebnosci
oczekiwanych m; jx1e Oceny te mozna wyznaczyé rozwigzujac uktad (6.3) przy
ograniczeniach wynikajgcych z zatozenia prawdziwosci testowanej hipotezy
majacych postaé

log ﬁijkl’“ + U LU Uy + Uyg + Ups + Ugy + Uyp3e (6.4)

Rozwiazanie analitvezne problemu jest w tym szczegélnym przypadku stosun-
kowo proste, pomimo nieliniowego charakteru ograniczed (6.4). Mozna bowiem
pokazaé, ze zapis (6.4) Jest réwnowazny warunkowl

A A

A Digke Miae1 :
k1 = ﬁ+ ==, (6.5)
144+

ktérv kgcznie z (6,3) pozwala zapisaé wzdr

xijk+ X3 441

)
ijk1 <
2l
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Przyktad 6.2, Wprzypadku, gdy interesujq nas trzy zmienne
losowe i sformutujemy hipotez¢ o braku zaleznosci drugiego rzedu postaci

H Gt =0,

(s} 123
minimalnymi statystykami dostatecznymi sg konfiguracje C12= {xij+} C13 "
= {xi+k} oraz 023 = {x+jkhnatomiast estymatory mijk otrzymamy rozwigzu-
Jac uklad réwnan

A

Bids = X33+
Mosia ™ Tinx ‘ (6.6),

A

Myik = X33k
przy ograniczeniach

log ﬁijk U4 U Uy U Uy ¢ Uyg + Upse (6.7)

W tvm przvpadku rozwigzanie nie moze bvé uzyskane metodg analityczng (nie
istnieje réwnowazny warunkowi (6.7) zapis szukanych ocen jako funkcji esty=-
matoréw wystgpujgcvch we wzorach (6.6)). W celu wyliczenia wartosci ﬁijk
nalezy zastosowaé procedurg iteracyjna.

Uogdlniajgc fakty pokazane na powyzszych przyktadach mozna stwierdzié,
z2e estvmatory najwickszej wiarygodnosci liczebnosci oczekiwanych znajduje
sig korzystajgc tylko z postaci przyjg¢tego modelu nienasyconego i elemen-
téw konfiguracji dostatecznych. Poniewaz rozwigzanie analityczne problemu
nie zawsze istnieje, przy obliczeniach korzysta sig¢ na ogdét z tzw. metody
iteracyjnego dopasowania Deminga-Stephana (Bishop i in., 1975).

PrzejdZmy teraz do problemu wyliczenia statystyki odpowiedniej dla
testowania hipotezy Ho. Teoria wskazuje, ze najlepiej jest wykorzystaé tu
funkcj¢ testowa oparta na ilorazie wiarygodnosci. Ma ona postaé

=1 T
‘gdzie
*r
xrlog i; » Xn > Q ’
o 0% Fiatinead0

i

hatomiast ﬁr' r = 1,400t 53 estymatorami najwigkszej wiarygodnosci 1li=-
czebnosci oczekiwanych przy prawdziwosci Ho. Statystyka G ma asymptotycz-
ny rozklad X 2 o liczbie stopni swobody v = t-p-1, gdzie p oznacza ilosé
niezaleznych parametréw modelu nienasyconego M 6dpowiadajqcego weryfiko-
wanej hipotezie., Wyznaczanie wielkosci v ilustruje ponizszy przykiad.
Przyktad 6,3, W svtuacji opisanej w przyktadzie 6,2 liczby
niezaleZnych parametroéw Uy(i)e uz(d) 1 Uzey) Wynosza odpowiednio I-1, J-1,
K-1, natomiast liczby niezaleznych parametrdw opisujgcych zalezno$ci  par
zmiennych sq réwne (I-1)(J=1), (I-1)(K=1) oraz (J=1)(X-1). Wynika to z
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ograniczen stanowigcych, e odpowiednie sumy parametréw modelu logarytmi-
czno-liniowego sa réwne zeru (por. wzory 4.3). Liczbg wszystkich nieza-
leznych parametréw modelu (6.7) jest wigc

P = (I-1)4(J=1)+(K=1) +(I=1)(T=1)+(I=1)(K=1) +(J=1)(K=-1),
a liczba stopni swobody dla testowania postawionej hipotezy wynosi:
v=IK«p=1=(I=1)(J=1)(K=1).

7. PRZYKLADY ZASTOSOWAN

Zastosowanie przedstawionego podejécia do analizy statystycznej wielo-
wvmiarowvéh tablic kontyngencji pokazemy na przykladach zaczerpnig¢tych =z
badani prowadzonych w Ogrodzie Botanicznym PAN, Wszystkie potrzebne obli-
czenia wvkonano uzywajac programu obliczeniowego przeznaczonego na maszyne
cyfrowa Odra 1204 w Oérodku Obliczeniowym Akademii Rolniczej w Poznaniu,
Przyktad" ™ 7.l W prébie liczacej 300 roélin, pobranej z x pewnej
populacji zyta, badano wartoéci trzech cech jakosciowych. Byly to: B‘l -
pokrdj rosliny w stadium krzewienia, B2 - owtosienie osi kosa, B5 - owlo=-
sienie doktosia, Cecha B1 mierzona byta w skali tréjstopniowej, cechy 32
i B3 - w skali dwustopniowej; wartosci cech kodowano za pomocg  kolejnych
liczb naturalnvch. Uzyskane obserwacje, zebrane w tréjwymiarowej tablicy
kontyngencji o rozmiarach 3 x 2 x 2, prezentujemy w postaci tabeli.1..

Jak wspomnielismy popréednio, WSS ah D rosah Tréjwyniarowa
przypadku tréjwymiarowym mozliwe tablica kontyngencji; obserwowane li-

czebnosci roslin sklasyfikowanych ze
Jest przeprowadzenie analizy pole- wzgledu na pokrdj w stadium  krze-

gajgcej na testowaniu dopasowania wienia (B,), owosienie osi kZosa
waSystkich dadRéyal wie- sktmuptmios (B,) oraz owtosienie doklosia (B3)

waé hierarchicznych modeli nienasy=- Cecha B3

convch., Wyniki badari przedstawiamy B1 B2 1 25
w tablicy 2, ktéra podaje postaé mo- 1 1 F 18
delu (zn2k + w kolumnie odpowiada= 2 4 101
Jjacej danej grupie parametrdéw ozna- ; 33 ;2
cza, 2e ich wartosci nie s§ wyspe- 3 1 3 1
cyfikowane przez hipotezg),odpowia- £ L IS -

dajgcg mu liczbg stopgi swobody, wy-
liczong wartos$é statvstvki G° oraz poziom istotno$ci, rozumiany jako praw-
dopodobienistwo przekreczenia wyliczonej wartosci przez zmienng losowg XZ.
Wykonana analiza pozwala stwierdzié, ze strukturg zaleznosci badanych
cech stosunkowo dobrze opisuje model M1 statej zaleznosci par zmiennych
dla réznvch kategorii trzeciej zmiennej, jak i dwa modele warunkowej nie-
zaleznoéci: zmiennych B, i B, (model M2) oraz B, i B3 (model Mh)' Wyrazny
wzrost wartosci G2 nastg¢puje przv testowaniu dopasowania modelu M3, co
oznacza konieczno$é odrzucenia hipotezy o warunkowej niezaleznosci zmien=-
nych B1 L B?‘ Ostateczny wniosek z analizy mozna wypowiedzieé na podstawie
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Tablica 2, Wyniki testowania dopasowania nienasvconych modeli
1ogaryt?iczno-liniowych tréjwvmiarowej tablicy kontyngencji (objasnienia w
tekscie) i

Grupa parametrow Liczba Wartosc¢ Poziom
e oty L A B g T .5 ::gggcjiy i’;;:yf; égfomo_
M, ey T e B + ¥ 2 7o 0.027
M, + + o+ o+ 4 9.87 0.043
My + F o+ + 4 5365 0.000
Mh + * + + + 3 7.64 0,054
Ms + 4 + + S 55 66 0.000
M6 + + o+ o+ + 5 9.87 0.079
M7 TARR e S + 6 55.88 0,000
M8 + o+ L 7 55.89 0,000

testowania modeli MS' M6, h%. Podane wyniki wskazujg, Ze uzasadniony Jjest
opis badanej tablicv tréjwymiarowej modelem nienasyconym M6

log mijk =Uu+u +u, + u3 + u13,

a wieec, ze jedyna zaleznodcia istotna statystycznie jest zaleznoéé pomig-
dzy pokrojem ro$liny w stadium krzewienia a owtosieniem dokosia.

P rz vyt % aid " il.8. W doéwiadczeniu wzigto pod uwagg trzy populac=-
je zyta, ktére oznaczaé bedziemy symbolami TT1, m, 1 TT3. Z kazdej po-
pulacji pobrano prébg o liczebnosci 150 roélin, po czym rosliny opisano
pod wzgledem trzech cech jako$ciowych dotyczacych liscia flagowego. Byly
to: A, - charakter liscia flagowego (3), A, - ustawienie na poczatku kZo-
szenia (2), A3 - ustawienie w petni kloszenia (2); cyfry w nawiasach poda=-
ja liczby kategorii cech. Obserwacje zamieszczamy w tablicy 3.

Pra b il ica 3 Czterowymiarowa tablica kontyngencji; obserwowane 1i-
czebnosci roslin pochodzgcych z trzech populacji zyta i  sklasyfikowanych
ze wzgledu na trzy cechy jakosciowe liscia flagowego

Populacja T TT 2 TT3
Cecha Ay Ag A3
A1 A2 1 2 - TN 2 &g
A g4 25 ) 4 0 s
2 9 19 2 2 4 14
2 1 33 12 58 7 22 13
2 8 30 23 27 9 43
3 1 7 2 21 % 14 -
2 0 4 = 1 2 21

Zgodnie z uwagg podana w punkcie 5 otrzymana tablica kontyngencji Jest
czterowvmiarowa o rozmiarach 3 x 2 x 2 x 3, przy czym A, oznacza zmienng
opisujaca przynalezncéé elementéw préby do jednej z trzech populacji. Po-
niewaz ze wzgledu na cel eksperymentu najbardziej interesujace byXo zba=-
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\
danie zaleznosci cech A2 : ¢ A3, analize statystyczng ograniczono do testo-
wania hipotez wymienionych w tablicy 4. Uzyskane wyniki pozwolily przepro-
wadzié nastg¢oujgce wnioskowanie.

Ta b 1. ¢ ayifle ki testowania hipotez dotyczacych parametréw mo-
delu logarytmiczno-liniowego czterowymiarowej tablicy kontyngencji (objas-
nienia w tekscie)

~Liczby Wartosc Poziom
Hipoteza Treéé hipotezy stopni statgstyki istotno-
swobody G sci

H1 Uyo3,= 0 4 6.34 0.175
H, ' Ugo3= Ugpzy= 0 6 10.88 0,092
H3 Uyzy= Uyoz= 0 6 6,96 0.325
H, U 4o3= u234-u1234- 0 8 10.95 0.205
H5 u23- |.l123- %34‘“1234‘ 0 9 121 .65 | 0.000

Stwierdzono, ze na poziomie istotnosci 0,05 nie ma podstaw do odrzu-
cenia hipotezy H1 méwigcej o braku zaleznoSci trzeciego rzg¢du. Fakt ten
$éwiadczy, zgodnie z interpretacja podang w punkcie 5, o staie] zaleznosci
drugiego rzedu kazdej tréjki cech przy réznych kategoriach czwartej cechy.
Dalsza analiza wskazuje na brak podstaw do odrzucenia hipotez o braku za-
leznosci drugiego rzg¢du zmiennych A1, A, i A3 (hipoteza Hz) oraz A,, A3 i
. Ah (H3). Co wigcej, dobre dopasowanie wykazuje model nienasycony odpowia-
dajacv hipotezie H&, méwigcej o jednoczesnym braku wymienionych zaleznos-
ci. Wvnika z tego, ze zaleznoS¢ cech A, 1 A3 Jjest taka sama dla réznych
kategorii cech A1 : Ah' Ostatnia ze sformutowanych hipotez, dotyczjcy bra-
ku zaleznosci cech A2 i A3 przv ustalonych kategoriach A1 i Ah' nalezy od-
rzucié, Konkluzja powyzszych rozwazan moze byé stwicrdzenie,.ze zaleznosé
nomiedzv ustawieniem liscia flagowego na poczgtku (A2) i w pelni kloszenia
(A3) jest istotna statystvcznie, taka sama w kazdej z badanych populacji i
nie m2 na nig wpivwu charakter liscia flagowego.
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